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I. Résultats préliminaires.

a

~

/0 hiz+t) dt = /0 h(z) dt/0 h(t) dt = yh(x) + H(y).

T4y
b) Posons : u = x + t, alors / h(u) du = H(x +y) — H(x), puis utiliser le résulat de la
question précédente. ’

¢) En permutant les roles de x et y, on obtient : zh(y) = H(x +y) — H(x) — H(y) = yh(x).
d) Pendre y =1 dans la relation xzh(y) = yh(zx).
a) F est dérivable sur I, en tant que primitive d’une fonction continue f, avec F’ = f.
b) i. Fi(x) = F(v(x)) est dérivable en tant que composée de deux fonctions dérivables,
avec F(z) = v/(2)F'(v(x)) = v/ (z) f(0(a)).
ii. Fi(z) = F(v(z)) — F(u(z)) est dérivable en tant que composée de deux fonctions
dérivables, avec

F(z) = (2)f(v(@)) — u'(x)f (u(z)) (1)

iii. Si de plus u et v sont de classe C!, alors F| et I, le sont aussi, en tant que
composées de fonctions de classe C'.

b+x
Posons u =z +t, alors G(z) = / g(u) cos(u — x) du
a+x

b+x b+x
= cosx/ g(u) cos(u) du + sinx/ g(u)sin(u) du
a-tx a-tx
= coszGy(x) + sinaxGa(x)
b+x btz
ou Gy(x) = / g(u) cos(u) du et Ga(z) = / g(u)sin(u) du. D’aprés (@) on a :
a+x a-t+x
G (z) = g(b+x) cos(b+x)—g(a+z)cos(a+z) et Gy(x) = g(b+z)sin(b+z)—g(a+z)sin(a+z). Ainsi
G'(z) = —sinzGy(z) + coszG(x) + cos xGa(x) + sin zGY(x)
b+x
= / g(u) [—sinz cosu + coszsinu] du + cosz [g(b+ x) cos(b + x) — g(a + x) cos(a + x)]
a-t+x
+sina [g(b + ) sin(b + z) — g(a + ) sin(a + x)]
b+x
= / g(u) cos(u — ) du + g(b + x) [cos z cos(b + ) + sinx sin(b + )]
a-tx

—g(a+ ) [coszcos(a + x) + sinzsin(b + z)]
b
= / gl +1t)sint dt + g(b+ x)cosa — gla+ x)cosa  changement de variable : t = u — z

II. Etude d’une équation fonctionnelle
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1) Prenons z =y = 0 dans I’équation fonctionnelle, d’ot1 f(0)? = 0, donc f(0) = 0.
2) a) Prendre y =a, avec f(a) # 0.
1
b) Soit F une primitive de f, donc f(x) = m(F(ﬂc +a) — F(z —a)) est dérivable en tant
a
1
que composée et différence de fonctions dérivables, avec f/(z) = m(f(x—l—a) —f(x—a))
a
c¢) D’aprés la relation précédente, on peut dire plus : que [’ est continue en tant
que différence de fonctions continue, mais aussi que [’ est dérivable avec f”(x) =
m(f’(w +a) — f'(x — a)) continue, donc f est de classe C°.
a
3) 1l suffit de dériver par rapport a x, avec y fixé et utiliser la relation ([{II), puis dériver par
rapport a y avec x fixe.
4) En dérivant une autre fois par rapport = la lére relation de la question 3, on obtient et
la 2éme par rapport a y, on obtient f”(z)f(y) = f'(x +y) — f'(x —y) = f(x)f"(y), pour y = a
"
on a: f’(z)f(a) = f(x)f"(a), or A = _ff(a) , dout f"(x) 4+ Af(x) =0, ainsi f et solution de
a
I’équation z” + Az = 0.
5) (£)) est une équation différentielle homogeéne du 2éme ordre a coéfficients constants,

dont I’ensemble de solution est un R-espace vectoriel de dimension 2, dont 1’équation
caractéristique est > + A\ = 0, de descriminant A = —4)\.

a) i. Si A > 0, alors A < 0, les solution de I’équation caractéristique sont r = iu et
ro = —ip donc la solution générale (£) est z(z) = Asin(uxz)+ B cos(ux). Ainsi la base
de I’ensemble de solution de (€,) est {x — sin(uz),z — cos(ux)}.

ii. f est une solution de (&)) avec f(0) = 0, donc f(x) = Asin(ux)+ B cos(ux) avec B = 0.
Prenons y = 0 dans la 2éme relation de la question 3, donc f(x)f'(0) = 2f(z) avec

2
f non nulle, donc f'(0) =2 = Ay, d’ot A= —.
i

b) i. Si A <0, alors A > 0, les solution de ’équation caractéristique sont r; = p et ro =
—u donc la solution générale (€,) est z(z) = Aet” + Be #* = A(cosh(px) + sinh(pz)) +
B(cosh(pz) — sinh(pz)) = A’sinh(px) + B’ cosh(uz). Ainsi la base de 1’ensemble de
solution de (&) est {x — sinh(uz),z — cosh(uz)}.

ii. f est une solution de (£,) avec f(0) = 0, donc f(z) = A’sinh(ux) + B’ cos(ux) avec
B =0.
Prenons y = 0 dans la 2éme relation de la question 3, donc f(x)f'(0) = 2f(z) avec
2
f non nulle, donc f'(0) =2 = A"y, d’ou A’ = —.
w
c) SiA=0, f"=0,donc f(x)=Ax+ B, or f(0) =0 et f'(0) =2, donc f(z) = =z.

d) Application.

=2
oy p?

F(t) dt =

]_e\l cas : f(l)

9qi z+y _9 N Eax o _
_ bln(ux)’alors / [ COS(M)] cos(uz + py) — cos(px — py)

W
2&éme cas : f(r) = M’ alors /Ier £(0) dt = {2 cosl;(,ut)} zty _ 2cosh(ux + uy) —QCOSh(/L:C — uy)
. . T—y 2 z—y I
4 smh(,uxl sinh(uy — @) ()
K oty
3eme cas : f(z) = 2z, alors / f)ydt = [P0 = (@ +y)* = (@ —y)* = 4y = f(@)f ().
z—y

III. Etude d’une fonction

1) Si0O<z<1,alors 0<z?<1;etsiz>1,alorsz? > 1.
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2)

3)

4)

5)

6)

7

8)

1
Soit F' une primitive de ¢ — i F est définie sur |0, 1[U]1, +oc[, or f(z) = F(2?) — F(z) avec
n

1
ni 0 ni 1 n’est compris entre z et 2> quand z €]0, 1{U]1, +oo[ (sinon la fonction t — oz e
n
serait pas définie), d’ou1 Dy =]0, 1[U]1, +o0].

f(z) = F(2?) — F(z) est dérivable sur Dy, en tant que différence de composées de fonctions

2 1 -1
dérivables, avec f'(z) = 22F'(2?) — F'(z) = 1n($ 5 s = xlnx .
2
a) Au voisinage de 0, on a In(1+u) =u — u? + o(u?), posons u =z — 1, donc
—1)2
Inz=(x—-1)— % +o((x —1)?).
1 1 1 1 1 1 1 1
b) — = = =— |\ —Q+ +o0 )=—+—+01:
) Inz  In(1+ u) u—“;—i-o(uz) u(l—%—i—o(u)) u 2 () u 2 (1)
! + ! +o(1)
—+o
r—1 2
. TR PR p x—1 z—1
c¢) Du développement limité précédent, on déduit que f'(z) = ] =1+ —5 + (z —
nzx

1 1 1
1o(l) — 1 quand = — 1, etquen—x_l:§+0(1)—>§quandx—>1

Etude de f au voisinage de 1.

1 3
hz 71| ' <gdone iy

1nterva11e de la forme |1 — a, 1+ «[\{1}.

1 1

3
a) On a hm ‘ < 5 au voisinage de 1, donc sur un

b) Supposons par exemple, 1 < z < 22, en intégrant I’inégalité précédente entre x et 22,

2 2 2 2
@ @ 3 @ @
— dt — — dt < — — dt et —dt =
L nt l 71 & < gt ) or f(z) = Lé mt " ° L i1

1 — 2?2 . 3, 5
=1In(l+z), d’ou |f(z) — In(1 4+ z)| < 5(17 —x).
l1—x

on obtient :

n(t — 1)} :l(l—x)—ln(1+x) In

Si z < 22 < 1, utiliser / /

On en déduit enfin que hm f(x)=1n2.

c¢) D’apres le théoréme du prolongement de la dérivée, on a f continue en 1, dérivable
au voisinage de 1, et dont la dérivée admet une limite finie (égale 4 1) en 1, donc f
est dérivable en 1, avec f'(1) = 1.

Etude de f au voisinage de 0.
1 1
a) Siz €0,1], alors x > 22 et i <0, donc f(x) =— i dt > 0. D’autre part :
n nt
9 1 1 1 x — x>
7 <t<z=—2lnz <Int<lhz = — <—— < —— = f(z) < — — 0,
2lnzx Int Inx
quand © — 0, d’ou1 f est prolongeable par continuité en 0, en posant f(0) = 0.
-1
b) On a aussi 0 < @ < Il — 0 quand r — 0, donc f est dérivable en 0 avec
x nx

1'(0) = 0.

Etude de f au voisinage de +oo.

1 1
Si z 6]1,+oo[, alors z < 22 et donc z < t < 22 = lnz < Int < 2lnz = 51 < i <
nw n
1 x? — 2’ —x x—1 f(z) x— f(z)
B < < d’oi i _ insi 1
Inx 2ln < fl#) = Inx 2Ine — x — ln:c -ig.} T = oo, ainst la

courbe représentative de f présente une branche parabolique de direction asymptotique
Paxe des y.
T —

Ona f/(x) = o

>0 car x—1 et Inx sont toujours de mémes signes, donc f est croissante.
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Inx — 1
9) Ona f'(z) = M
rln®x

le tableau de variation suivant :

est de méme signe que g(z) = zlnz—z+1, avec ¢'(x) = Inz, d’or

x| 0 1 4oo
g |- 0 +
gl 0 7
o+ +

Ainsi f” 0 sauf au un point 1, d’ol [’ est strictement croissante (i.e : f est convexe).
10) Tracons la courbe a I’aide de Maple.
> plot(int(1/(1n(t)),t=x..x"2),x,color=black,style=1line,thickness=3);

11) Calcul d’une intégrale.

t—1 t—1
a) On a limﬁ =0et 1i%nﬁ = 1, donc la fonction ¢ — est prolongeable par
n

n
continuité aux points 0 et 1, donc son intégrale sur |0, 1] converge.

b) Pour la lére égalité, il suffit de procéder au changement de variable u = t2. Pour la
2
s - _ 1 -
deuxiéme, on a f(z) — f(y) = / 1nt / . dt / lnt dt / ln dt, en utilisant

la relation de Chasles de la fagcon suivante : / / / / / / /

Or / — dt = Y du —/ — dt (la variable est muette).
Int . Inu
Donc f(x / — dt
¢) On a li(I)nf(:v) =0et li%nf( y) =In2, d’ou / — dt —In2
Fin

a la prochaine
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